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基于动态投影系统的带非线性边界约束
混行路网均衡模型求解算法

徐若辰 钟任新*

( 中山大学智能工程学院，广州 510006)

摘 要 针对路网中考虑电动汽车出行能耗与燃油汽车环境排放情形下混合交通流的非线性边界约束路网均衡问题，设计

了一种基于动态投影系统的算法。将复杂非线性边界约束的双车型路网均衡模型转换成变分不等式模型，利用拉格朗日乘
子法得到模型的库恩塔克( KKT)条件以及模型的非线性互补问题，通过引入投影算子建立动态投影系统找到模型的最优解。
分析模型可确定燃油汽车和电动汽车一般出行成本函数，电动汽车混行条件下交通网络的均衡条件，以及路网均衡条件下两

种车型的拥堵外部性并获取混合交通流下路网的运行特征。最后构建数值仿真评估动态投影算法的有效性，结果表明模型
收敛于系统的平衡点，且具有指数收敛性质。
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近年来，由于对温室效应、交通安全以及路网通
行效率的关注日益增加，政府不断实施各种措施减

轻路网中由交通排放引起的污染。随着电池技术不
断发展，电动汽车开始受到广泛关注。中国科技部
发布数条关于电动汽车的国家重点研发计划，不断

加大对电动汽车研究的投入以及民众购买电动汽车

的补贴力度，电动汽车已逐渐成为汽车发展的趋势。
因此，为实现绿色发展，健康出行，电动汽车已经成

为交通路网中的主要车型之一。
近年来，在共享汽车发展迅猛的背景下，电动汽

车分时租赁的调度策略将电池能量消耗作为保障系

统运行效率和质量的重要因素［1］。目前考虑电动
汽车混合交通流的交通网络分配问题受到学者们的

广泛关注。交通领域中，带有复杂非线性边界约束
的路网均衡问题很难找到一种收敛速度快的算法以

获得模型的最优解。在单车型均衡模型求解算法的
研究中，He等［2］提出考虑电动汽车能量消耗与交通
状态呈线性关系，他们将其转化成凸规划问题后直

接采用优化问题商业软件对模型进行求解，但求解

过程会产生混合整数优化的子问题，且该子问题的

求解往往是一个非确定性多项式时间复杂( non-de-
terministic polynomial-time hard，NP-hard) 问题。对
于双车型均衡模型的分析与求解，Jiang 等［3］结合基
于 Jacob 形式的线形逼近算法和基于 Gauss-Seidel
分解形式的二次逼近算法，用来求解基于路径长度

约束的路网均衡模型。Xu 等［4］提出用 Frank-Wolf
算法求解带有非线性道路等级约束的模型。为了简
化模型求解，他们均未考虑燃油汽车的环境排放约

束，这与实际存在一定差距。因此，前人对带有复杂
非线性边界约束的混合交通流路网均衡问题的求

解，尚未研究一个更有效且收敛速度更快的算法。
而对于模型的建模与分析，没有真正反映出电动汽

车能量消耗、燃油汽车环境排放与交通状态之间存
在非线性的映射关系，并不能真正反映电动汽车与

燃油汽车混合条件下路网的运行特征。
因此，在探讨电动汽车混行条件下路网均衡分

配模型建立的基础上，设计了一种更为有效收敛速

度更快且基于动态投影系统的算法，并进行收敛性

分析，以获得路网达到平衡状态时各路段的流量以

及出行成本。另外，对于模型的分析，分别确定了电
池能量消耗、环境排放与交通状态之间的非线性映
射关系，通过对模型最优条件的推导确定路网平衡

状态下电动汽车出行能耗以及燃油汽车环境排放对

流量和出行成本的影响。



1 问题描述
考虑电动汽车与燃油汽车混行条件下的路网稳

定性分析本质上属于路网均衡分配问题。但不同于
传统的路网均衡分配问题，实际中存在电动汽车和

燃油汽车两种车型。对于电动汽车而言，出行过程
中的路径选择必须考虑其电池的能量情况，由于行

驶里程短会对电动汽车驾驶人造成心理负担，从而

会对路径选择行为产生影响［5］; 而电池能量的消耗

与交通状态之间存在非线性相关关系。另一方面，
路网中也存在大量的燃油汽车，如何分析两种车型

之间的相互影响是研究难点。此外，在路网均衡分
配问题中，起点-终点 ( origin-destination，O-D) 间出
行需求是固定的，如果路径的出行成本可由路段累

加而成，带有边界约束的交通分配问题可以转换成

基于路段的变分不等式问题［6］。本模型是传统路
网均衡分配问题上的延伸，对于两种交通流而言，往

往会选择一条出行成本最小的路径完成出行。在建
立模型之前，给出如下定义和假设。
首先，对 O-D 间电动汽车的有效路径进行定

义:电动汽车选择一条路径并能够在其电池能量消

耗完之前完成出行，那么这条路径为有效路径。
图 1 为一个简单路网来解释上述定义。假设路段
1-2、2-4、1-4、1-3 以及 3-4 上的电池能量消耗分别为
12、12、33、14、14 kW·h －1，电池满载功率为
30 kW·h －1，并且路网中无充电站或充电道路的存

在。电动汽车从起点 1 可以经过 3 条路径到达终点
4，根据这三条路径消耗的能量判断，路径 1-2-4 和
1-3-4 为有效路径，而 1-4 为无效路径。

图 1 带有 4 节点的简单路网
Fig． 1 A simple network with four nodes

对于路段上的行程时间，假设对于路网中的任

何路段 a，其行程时间函数 ta ( va ) 是可分离的，且随
着路段上的流量 va 严格单调递增的连续可导凸函
数。那么路径 p上的行程时间则为

cp = ∑
a∈A

ta ( va ) δ
a
p， p∈ P ( 1)

式( 1) 中: δap 为 Kronecker Delta函数; ta ( va ) 为美国
联邦公路局 ( Bureau of Public Ｒoads，BPＲ) 行程时

间函数:

ta ( va ) = ta0 1 + β va
C( )

a
[ ]

n

， a∈ A ( 2)

2 混合交通流路网均衡模型
2. 1 符号定义
定义电动汽车混行条件下的道路交通网络图

G( N，A) ，其中 N 为节点集合，A 为路段集合，其中
路段 a∈ A以及它的起点和终点 a = ( i，j) ∈ A ; ω
为每次出行的 O-D集合，路网中的路径由各个相连
有序路段组成，P为 O-D对 ω∈ W之间各条路径的
集合; fgas，p 与 fev，p 分别表示 O-D 对 ω∈W 路径上 p
燃油汽车和电动汽车的流量向量，veva 和 vgasa 则表示

路段 a∈ A上电动汽车与燃油汽车的流量向量; d
为出行需求，dω 表示 O-D对 ω之间出行需求，βω 表
示 O-D间电动汽车渗透率; δap 为判断 a是否在路径
p上的 0-1 变量，当路段 a在路径 p上，δap = 1，否则
δap = 0; 为了保证模型在该路网的可行性，假设路网
中每个 O-D对 ω∈W之间至少存在一条从 k到 l的
有向路径。
2. 2 模型的建立与平衡条件的分析
对于电动汽车而言，能量消耗受限于电池容量，

随所面临的交通状态而变化，因此必须找出能量消

耗与交通状态之间的映射关系。静态交通分配理论
框架指出，路网交通状态由流量反映，而车辆速度的

大小可以反映流量状况，故能量消耗与车辆的速度

是直接相关的。对该映射关系的研究，Galus 等［7］

利用现实数据对能量消耗与速度之间的映射关系进

行校准。采用静态交通理论框架，以道路上的平均
速度作为反映道路拥挤程度的参数，图 2 为电池平
均能量消耗与不同速度之间的关系曲线。在中国，
主干道上速度限制为 60 km /h，由图 2 中 60 km /h
曲线可以看出，电动汽车能量消耗与速度呈指数相

关关系。

图 2 平均能量消耗曲线
Fig． 2 Average energy consumption curves

因此，假设路段 a上能量消耗为
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Ea
s ( sa ) =

ka

sαa
( 3)

式( 3) 中: sa 为路段 a上的平均速度; ka和 α均为固

定数。根据物理学知识，路段行程时间 ta =
La

sa
，La

为路段 a 的长度，能量消耗的单位为 kW·h －1 /
100 km，统一路段长度珔La La /100 km，电动汽车穿
过路径 p时能量消耗为

Ep = ∑
a∈A

Ea
t ( ta ) 珔Laδ

p
a = ∑

a∈A

珔γa tαa ( va ) δ
p
a， p∈ P

( 4)
式( 4) 中: 珔γa  γa珔La 是常数项;电池容量 Ei 是固定

值，且 Ep ＜ Ei，假设所有电池型号均一致，能量约

束可写为

∑
a∈A

珔γa tαa ( va ) δ
p
a ≤ E ( 5)

式( 5) 中: E为电池容量。根据问题描述中的假设，
式( 5) 是连续可导的凸函数。
为控制燃油汽车环境排放也有利于电动汽车快

速发展和广泛应用，在交通管理政策中，应该分析由

燃油汽车环境排放引起的拥堵外部性，将环境排放

作为模型中反映路网运行特征的另一个重要约束。
根据 Chen等［8］的研究，环境约束函数为

e( va ) v
gas
a ≤ Ea，a∈ A ( 6)

式( 6) 中: Ea 为交通规划者决定的环境排放门槛。
式( 6) 可以控制区域中路段的环境排放防止环境恶
化。用交通规划的知识来分析模型，与该约束相关
的拉格朗日乘子可被解释为由排放引起的边际成

本，即出行者使用该环境保护路段时必须支付的额

外费用。
研究中环境排放约束和能量消耗约束对于路网

运行特征的分析是不同的，式( 5 ) 是对电动汽车基
于路径的约束，式( 6) 则是燃油汽车基于路段的约
束。综合静态交通分配理论框架，路网中两种车型的
出行选择可描述成含有混合交通流的路网均衡问题:

min∑
a∈A
∫
va

0
ta ( w) dw ( 7)

s． t．
va = vgasa + veva ， a∈ A ( 8)

vgasa = ∑
p∈P

fgas，pδ
p
a， a∈ A ( 9)

veva = ∑
p∈P

fev，pδ
p
a， a∈ A ( 10)

∑
p∈P

fgas，p = ( 1 － βω ) dω， ω∈ W ( 11)

∑
p∈P

fev，p = βωdω， ω∈ W ( 12)

∑
a∈A

珔γatαa ( va) δ
p
a[ ]－ E fev，p ≤ 0， p∈ P ( 13)

e( va ) v
gas
a － Ea ≤ 0， a∈ A ( 14)

根据非线性规划中 Karush-Kuhn-Tucker ( KKT)
条件的知识［9］以及用户均衡模型平衡分配原理的

分析过程［10］，可以推导得到两种车型的路径行程时

间分别为

cgas，p ( va ) = ∑
a∈

[
A

ta ( v
*
a ) + ηgas

a
e( v*a )
v*a

vgas，*a +

ηgas
a e( v*a ]) δpa

cev，p ( va ) = ∑
a∈A

ta ( v
*
a ) + ηgas

a
e( v*a )
v*a

vgas，*[ ]a δpa

ω，













p

，

( 15)
假设 ( f*ev，p，f

*
gas，p ) 分别为基于路段环境排放约

束以及基于路径能量消耗约束的混合交通流路网均

衡模型的最优解，那么下述与拉格朗日乘子相关的

平衡条件则一定存在:

cgas，p = μgas
ω ， f*gas，p ＞ 0

cgas，p ＞ μgas
ω ， f*gas，p ={ 0

， ω，p

cev，p = μev
ω

∑
a∈A

tαa ( va ) δ
p
a珔γa ≤ E

ρevp =
{

0

， f*ev，p ＞ 0

cev，p + ρevp ∑
a∈A

tαa ( va ) δ
p
a珔γa[ ]－ E ＞ μev

ω，

f*ev，p =















0

， ω，



















p

( 16)
式( 16) 中: μgas

ω 、μ
ev
ω、ρ

ev
p 和 ηgas

a 分别为约束条件式
( 11 ) ～ 式 ( 14 ) 对应的拉格朗日乘子向量，
ηgas

a !e( v*a ) v
gas，*
a 类似于系统最优理论中路网达到

平衡状态下的边际成本。如果电动汽车的电池没有
电量，无论出行者是否愿意支付这个额外成本，它都

无法完成此次出行。换句话说，电动汽车将导致交
通网络拥堵的外部性，从而增加行程时间。反之，行
程时间的增加又会造成更多的环境排放，因此将

ηgas
a e( v*a ) 解释为燃油汽车造成额外环境排放的惩
罚成本。根据上述平衡条件以及问题描述中定义的
有效路径:如果路径 p上的最优流量 f*ev，p ＞ 0，即路
网中的一条路径存在电动汽车，该路径上能量消耗

约束则不会被激活，ρevp = 0。而当环境约束在某条
路径上被激活时，这条路径则不会被电动汽车选择，

也就是说这条路径不是 O-D 间的最优路径。式
( 16) 中 μev

ω 和 μgas
ω 分别被解释为 O-D间电动汽车和

燃油汽车的最小出行成本。在传统边界约束的交通
分配问题分析中，约束条件对应的拉格朗日乘子被

解释成为在过饱和路段上出行的额外成本。例如与
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约束条件式( 14 ) 所对应的拉格朗日乘子可解释为
环境排放收费。因此，可以总结到基于路径的能量
消耗约束和基于路段的环境排放约束能够更有利于

分析电动汽车在混合交通情形下对路网的影响。

3 模型求解算法
在交通领域中，路网均衡问题通常被描述成变

分不等式问题以便进一步的分析讨论。将动态梯度
投影系统引入带有复杂非线性边界约束的交通分配

问题求解过程中来。并且，该动态投影系统对于复
杂非线性约束模型的求解具有有效性和鲁棒性。因
此，对于提出的基于电动汽车非线性能量消耗约束

以及燃油汽车非线性环境排放约束的混合交通流路

网均衡模型，接下来将介绍基于动态投影的算法如

何求解该模型，并对其进行收敛性分析。
3. 1 算法求解过程
步骤 1 如果原始优化问题目标函数的梯度

F( x) 为连续的实函数，且可行域的集合为一个凸
集。那么可将原始优化问题转换成带有线性和非线
性约束的一般化变分不等式问题:

F( x* ) T ( x － x* ) ≥ 0， x∈珚Ω
珚Ω = { x: Gx = b， gi ( xi ) ≤ 0，x≥ 0{ }

( 17)

式( 17) 中: b是一个常数向量; xi 为 x中的第 i个元
素。式( 17) 中等式形式的线性系统表示为路网 O-
D间流量守恒，而不等式系统表示模型中电动汽车
的非线性能量消耗约束以及燃油汽车的非线性环境

排放约束。假设式 ( 17 ) 中的变分不等式问题至少
有一个最优解，那么 g( x) 与 Gx － b 的梯度形式在
最优值点处线性无关，并且存在一个可行解 x0 使得
g( x0 ) ＜ 0。
步骤 2 分别引进变分不等式问题中等式约束

和不等式约束对应的拉格朗日乘子向量 λ和 μ，且
将变分不等式问题中可行域转换成箱型集合 瓘 =
{ x∈Ｒn : 0≤ xi≤ ui，i = 1，2，…，n} ，通过投影定
理有:

x = P瓘 { x － αF( x) +［!g( x) ］Tλ － GTμ}

λ = ［λ + g( x) ］+

Gx =
{

b

( 18)

式( 18) 中: α 为大于 0 的常数; P瓘 为投影算子;
λ+ = ( λ +

1，λ
+
2，…，λ

+
m ) ，且 λ +

i = max{ 0，λ i} 
{ λ i} +。根据所求得的可行解与约束条件对应的拉
格朗日乘子向量则满足关系:

( x － x* ) T{ F( x* ) +［!g( x*) ］Tλ* －
GTμ*} ≥ 0， x∈ 瓘
Gx* = b
0 ≤ λ*

i ⊥ g( x* ) ≤
{

0

( 19)

步骤 3 如果步骤 2 中所求得的变分不等式问
题中的可行解 x* ，以及所求的约束条件对应的拉

格朗日乘子向量满足 λ* ∈ Ｒm、λ i ≥ 0 以及 μ* ∈
Ｒr，那么存在 z* = ( x*，λ*，μ* ) ∈ Sz 是变分不等式

与其约束的非线性互补问题 G( z) 的解，其中 Sz =
{ z = ( x，λ，μ) ∈ Ｒn+m+r : xi ≥ 0，λ i ≥ 0} ，并且非线
性互补问题为

G( z) =
α{ F( x) +［!g( x) ］Tλ － GTμ}

－ g( x)
－ ( Gx － b









)

( 20)

对于非线性互补问题 G( z) 而言，同时存在
z* = ( x*，λ*，μ* ) ∈ Sz是 GT ( z* ) ( z － z* ) ≥ 0的解。
步骤 4 变分不等式问题式( 17) 的最优解以及

约束条件相对应的最优拉格朗日乘子则由下列动态

投影系统达到平衡时获得:

dz
dt = d

dt

x









λ
μ

=

－ η
x － P瓘 ( x － α{ F( x) +［!g( x) ］Tλ － GTμ} )

λ －珘λ
Gx －









b
( 21)

式( 21) 中: 珘λ { λ + g( x) } +。
3. 2 算法收敛性分析
从以下四点展开对动态投影系统式 ( 21 ) 获得

的最优解进行收敛性分析［11—13］。
( 1) 动态投影系统式 ( 21 ) 至少存在一个平衡

点，且这个平衡点与博弈论中的纳什均衡一致，例如

变分不等式问题中满足 KKT条件的点。
( 2) 对任意初始点，动态投影系统式( 21 ) 都存

在唯一且连续的解。
( 3) 令 z( t) 为动态投影系统式 ( 21 ) 的状态轨

迹曲线，其初始点 z( t0 ) = ［x( t0 ) ，λ( t0 ) ，μ( t0) ］
T，

如果 z( t0 ) ∈ Sz，那么轨迹 z( t) ∈ Sz，并以指数的

形式最终到达集合 Sz附近，如果 x( t0 ) ∈瓘，λ( t0 ) ≥
0，那么 x( t) ∈ 瓘，λ( t) ≥ 0。
( 4) 假设变分不等式问题目标函数的梯度

!F( x) 在可行解集合 Ω上是正定的，那么动态投影
系统中以任何初始点开始的状态轨迹曲线 x( t) 都
会以指数的形式最终收敛于模型最优解 x* 。
提出的模型是带有复杂非线性边界约束的混合

交通流路网均衡问题，那么算法中 x 表示路段上两
种车型的流量向量，即 x = ( va :a∈ A) ，即 xev 和

xgas 分别表示电动汽车与燃油汽车的流量。t = ( ta :
a∈ A) 为路段行程时间向量，令 k( x) 为模型中
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电动汽车的非线性能量消耗约束，h( x) 为燃油汽
车的非线性环境排放约束。等式约束为路网中的流
量守恒。根据算法，至少存在下列拉格朗日乘子的
集合，例如: ρ*

ev = ( ρev，*
p :p∈ P) 、η*

gas = ( ηgas，*
a :

a ∈ A) 、μ*
ev = ( μev，*

ω :ω ∈ W) 和 μ*
gas =

( μgas，*
ω :ω∈ W) ，将原始优化问题转换成非线性
互补问题后，存在非线性互补问题 G( z) 的解 z* =
( x*，ρ*

ev，η
*
gas，μ

*
ev，μ

*
gas ) ，令 A 表示为路网节点与路

段之间的关联矩阵。根据算法的求解过程，转换后
的非线性互补问题 G( z) 的最优解即为以下动态投
影系统的均衡点:

dz
dt = － η

x － P瓘 ( x － α{ t( x) +［!k( x) ］Tρev +

［!h( x) ］Tηgas － ATμev － ATμgas} )

ρev － 珘ρev

ηgas － 珘ηgas

Axev － βωEωdω
Axgas － ( 1 － βω ) Eωd





















ω

( 22)
式( 22 ) 中: 珘ρev  { ρev + k( x) } + ; 珘ηgas  { ηgas +
h( x) } + ; 向量 Eω 表示 O-D之间起点与终点的列关联
向量，例如 k 和 l 分别表示 O-D 间起点和终点，那么
Eω = ek － el，ek 和 el 分别为第 k以及第 l单位向量。
根据算法收敛性分析，可以总结得到动态投影

系统的状态轨迹会收敛于系统的平衡点，在模型中，

如果原始优化问题的可行域是一个密闭的凸集，并

且优化问题目标函数的梯度 ta ( va ) 是与路段流量
va 相关的连续可导凸函数，那么该动态投影系统的
平衡点也是原始优化问题的最优解。

4 数值算例
采用 Nguyen-Dupuis( N-D) 仿真路网，如图 3 所

示，该路网由 19 条路段、13 个节点及 4 个 O-D对组

图 3 仿真路网
Fig． 3 A hypothetical network

成，蓝色部分为环境保护区域，设置了一定的环境排

放门槛。该采用 N-D 路网的数值仿真主要是用来
验证动态投影算法对模型求解的有效性，同时也分

析非线性能量消耗约束以及环境排放约束对路网中

两种车型路径选择以及路网平衡状态下流量分布的

影响。
路网中采用 BPＲ 路段行程时间函数如式( 2 ) ，

其参数分别为 0. 15 与 4。仿真路网中各个路段自
由流行程时间、路段长度及容量限制等固定参数以
及 BPＲ函数中的各参数如表 1 所示，假设电动汽车
为 Nissan Leaf 2013 款车型，电池容量为24 kW·h －1，

为了分析算法对模型求解的鲁棒性，假设该路网中

的电动汽车的渗透率为 20%，且还设置了 0 的渗透
率作为算法求解模型收敛性的比较。表 1 中 Ea 为

路段 a上环境排放容量( g·h －1 ) 。路网 O-D 对( 1，
2) 、( 1，3 ) 、( 4，2 ) 及 ( 4，3 ) 的出行需求分别为
400、800、600 和 200。
假设在路段 a上电池能量消耗的关系式为

Eα
t ( ta ) = 400 La

ta ( va
[ ])

－0. 838 4

( 23)

表 1 N-D路网各路段的性质
Table 1 Link characteristic for the N-D network

段路
行程时间

ta0 /min
容量限制

Ca / veh
路段长度

La /km
环境容量

Ea / ( g·h－1 )
路段

行程时间

ta0 /min
容量限制

Ca / veh
路段长度

La /km
环境容量

Ea / ( g·h－1 )

1-5 7 800 7 Null 8-2 9 550 9 Null
1-12 9 400 9 Null 9-10 10 550 10 2 576
4-5 9 200 9 Null 9-13 9 600 9 Null
4-9 12 800 12 Null 10-11 6 700 6 1 967
5-6 3 350 3 492 11-2 9 500 9 Null
5-9 9 400 9 1 686 11-3 8 300 8 Null
6-7 5 800 5 1 873 12-6 7 200 7 Null
6-10 13 250 13 1 522 12-8 14 400 14 Null
7-8 5 250 5 Null 13-3 11 600 11 Null
7-11 9 300 9 1 265
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式( 23) 为与路段流量相关的非线性宏观模型，当电
动汽车途径路径 p 时，其能量消耗必须满足约束
式( 13) ，否则该路径不是最优路径，路网中的蓝色
部分为环境控制区域，为了保护该区域的环境，控制

交通污染物的排放，特设严格的环境排放门槛 Ea 满

足约束式( 14 ) ，其中 e( va ) 具体表示如式 ( 24 ) ，同
样，式 ( 24 ) 也为与路段流量相关的非线性宏观
模型。

e( va ) = 0. 203 8ta ( va ) exp 0. 796 2
La

ta ( va
[ ]) ( 24)

首先，采用基于动态投影系统的算法求解数值

仿真的例子。求解得到仿真实例中的目标函数会存
在一系列可行解，只有当这一系列可行解逐渐收敛

时达到平衡时，才获得了模型的最优解。图 4 分别
描述了随机选择三条路段( 路段 1、路段 5 和路段 9)
的流量以及优化问题的目标函数在动态投影算法下

的收敛过程。从图 4 中可以看到，路段上的流量会
随着时间不断迭代，逐步趋于平衡达到收敛。且三
条随机选取的路段流量都会以较少的迭代次数收敛

于最优解，即路网中达到平衡状态时各路段上的两

种车型的最优流量。除此之外由图 5 可以看到，带
有复杂非线性边界约束的混合交通流路网优化问题

目标函数的误差也会在迭代一定次数后小于算法中

预先设置的阈值 ( 算法误差收敛阈值设置为
10 －10 ) ，即达到收敛状态。其中目标函数收敛误差

的定义为
objk － objk－1

objk－1
，k 表示算法迭代次数，obj

表示带有复杂非线性边界约束的混合交通流路网均

衡优化问题的目标函数。
其次，在受到控制的路段上非线性环境约束对

燃油汽车和电动汽车造成的额外出行成本可由 2. 2
节分析中获得。由于仿真路网中存在 20%的电动
汽车，当电动汽车对路网造成一定的拥挤时，往往这

个拥挤会增加燃油汽车的行程时间，导致其更多的

环境排放。接下来分析能量消耗约束对电动汽车路
径选择的影响。仿真中枚举了路网中所有的路径，
以及各路径能量消耗与电池容量的关系式便于判断

是否满足约束，这些信息帮助更为清晰地了解电动

汽车在能量消耗约束下的路径选择情况。如表 2 所
示，除了能量消耗约束外，还可以看到在路网达到平

衡状态后各路径的流量( veh) 以及一般出行成本情
况( min) 。对于每个 O-D 对而言，各条有效路径上
的一般出行成本是相等的，它等于最小出行成本加

上由非线性边界约束引起的额外成本。另外，还可
以分析到，表 2 中的各路径的平衡状态下的仿真结
果满足第 3 节中所推导的平衡条件。最后，对于能

量消耗而言，可以从表 2 中看到，各路径能量消耗与

电池容量的比值，即
Ep

E 范围在0. 68 ～ 1. 43 之间，意

味着当这条路径被电动汽车选择时，它的比值是小于
1的，而没被选择时，则是大于 1的。

图 4 路段流量收敛曲线
Fig． 4 Convergence curves of the link flow

图 5 优化问题目标函数收敛曲线
Fig． 5 Convergence curves of the user equilibrium

objective function

5 结论
( 1) 提出了一种基于动态投影系统且具有指数

收敛性质的算法，求解路网中带有复杂非线性边界

约束的混合交通流路网均衡问题。通过复杂非线性
边界约束模型的求解过程以及动态投影算法求得模

型最优解的收敛性分析，原始优化模型的最优解收

敛于动态投影系统的平衡点。
( 2) 路网中电动汽车能量消耗和燃油汽车环境排

放与所面临的交通状态之间存在非线性的映射关系。
( 3) 数值仿真例子验证了基于动态投影系统求

解算法对于所提出的非线性边界约束双车型路网均

衡分配问题的有效性，同时论证了研究中模型的理

论推导。
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表 2 均衡状态下的路径流量和一般出行成本
Table 2 Path flow and generalized travel cost under equilibrium condition

O-D 路径 流量 / veh 一般出行成本 /min Ep /E O-D 路径 流量 / veh 一般出行成本 /min Ep /E
2-18-11 0 42. 61 1. 02 1-6-13-19 289 42. 63 0. 97

1-5-7-9-11 255 37. 09 0. 88 1-5-7-10-16 201 42. 63 0. 87
1-5-7-10-15 155 37. 09 0. 81

( 1，3)
1-5-8-14-16 0 47. 36 1. 13

( 1，2)
1-5-8-14-15 0 41. 83 1. 19 1-6-12-14-16 280 42. 63 0. 98
1-6-12-14-15 0 42. 61 1. 04 2-17-7-10-16 30 42. 63 0. 99
2-17-7-9-11 0 42. 61 1. 08 2-17-8-14-16 0 47. 36 1. 17
2-17-7-10-15 0 42. 61 1. 01 4-13-19 104 39. 42 0. 68
2-17-8-14-15 0 47. 35 1. 23 4-12-14-16 96 39. 42 0. 68
4-12-14-15 600 39. 41 0. 75

( 4，3)
3-6-13-19 0 43. 99 1. 21

3-5-7-9-11 0 43. 97 1. 20 3-5-7-10-16 0 43. 99 1. 13
( 4，2) 3-5-7-10-15 0 43. 97 1. 17 3-5-8-14-16 0 48. 72 1. 38

3-5-8-14-15 0 48. 70 1. 43 3-6-12-14-16 0 43. 99 1. 16
3-6-12-14-15 0 43. 97 1. 28
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A Dynamics Projected System Based Solution Algorithm for Mixed Network
Equilibrium Model with Nonlinear Side Constraints

XU Ｒuo-chen，ZHONG Ｒen-xin*

( School of Intelligent Systems Engineering，Sun Yat-sen University，Guangzhou 510006，China)

［Abstract］ Traffic equilibrium problems for electric vehicles ( EVs) with battery energy consumption and gaso-
line vehicles ( GVs) with environmental emission constraints generally admit complex nonlinear constraints render-
ing the equilibrium problem difficult to solve，to address this challenge，a projected dynamics was proposed based
algorithm． The complex nonlinear side-constrained traffic equilibrium model is converted into a variational inequali-
ty problem ( VIP) ． A set of equivalent Karush-Kuhn-Tucker ( KKT) conditions are obtained to yield a nonlinear
mixed complementarity reformulation of the equilibrium model． Based on the complementarity reformulation a pro-
jected dynamics whose equilibrium corresponds to the solution of the above VIP is devised． The projected dynamics
can determine the general travel cost，equilibrium condition mixed with traffic flows and its congestion externality．
Finally，a numerical example was conducted to evaluate the solution algorithm． The results show that the algorithm
exponentially converges to the equilibrium point of the VIP，which proves the effectiveness and efficiency of the pro-
posed algorithm．
［Key words］ projected dynamics variational inequality nonlinear side-constraints mixed traffic flow
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